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Evenimentul Olimpic - 24
Concursul International
Preolimpic de Fizica — 2009

Romania — Ungaria — Moldova, Ciliménesti
Problema Propusad — Andrei Constantin si Mihail Sandu
Rezolvare — Andrei Constantin si Mihail Sandu

Problema 1. Inel ecuatorial gravitational la suprafata Soarelui

Datorita rotatiei proprii a Soarelui, raza ecuatoriald a acestuia este cu putin
mai mare decat raza sa polard, astfel incat distributia materiei solare in jurul
axel de rotatie nu mai are o simetrie sfericd. Din aceastd cauza se produce
precesia orbitelor planetelor din sistemul nostru solar (alunecarea/devierea/
rotirea periheliului orbitei fiecarei planete). Intr-un model simplu, putem consi-
dera cd rotatia Soarelui are ca efect formarea unui inel ecuatorial la suprafata
sferei solare, cu grosimea neglijabild si masa M << My, unde M este masa

Soarelui (in care este inclusd si masa inelului).

Pentru a dovedi existenta acestui efect vom considera cd materia stelard
este distribuitd uniform si simetric fata de axa perpendiculara pe planul orbitei
planetei, iar energia potentiala gravitationald a sistemului Soare — planeta,
corespunzator modelului propus, cand planeta cu masa m se afla la distanta
r >> R fata de centrul Soarelui, este data de expresia:
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unde R este raza Soarelui. Constantele J,,J,,J,,.....depind de distributia

exactd a materiei solare in jurul axei de rotatie a Soarelui.
a) Utilizdnd argumente de naturd calitativa sd se determine constanta k din
expresia anterioard a energiei potentiale gravitationale £ . Se cunoaste constanta

atractiei universale, K.
b) Sa se determine constanta J, din expresia anterioard a energiei

potentiale gravitationale £, utilizind modelul propus. Se va admite ca:
n 1 2
(l+a) = 1+na+5n(n—l)a‘; a <<l1.

¢) Pentru orbite eliptice cu excentricitate foarte mica, devizaiiz foare mica
a unei planete de la orbita circulard ecuatoriala se poate explica admitind c2
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planeta efectueazd oscilatii radiale, cu amplitudine foarte micd, in jurul unei
distante + = 7, , oscilatii care s¢ suprapun peste miscarea circulara a planetei in

jurul Soarelui. (Dacd acest proces se analizeazd in conditiile respectarii legii
conservarii momentului cinetic, atunci se demonstreaza ca oscilatiile radiale ale
planetei trebuie sa fie insotite si de oscilatii unghiulare cu aceeasi perioada. in
aceastd problema se neglijeaza acest efect.)

Sd se determine perioada oscilatiilor radiale ale planetei, considerand ca
J, =0. Se cunoaste perioada de revolutie a planetei in jurul Soarelui, 7,

d) Considerand J, =0 sd se scrie expresia energiel cinetice a planetei in
functie de: proiectia impulsului planetei pe directie radiala, p,; momentul cinetic
al planetei, L; masa planetei, m; distanta de la planeta la centrul Soarelui, 7.

e) Avand 1n vedere ca momentul cinetic al planetei este L = constant, sad se
identifice, ca fiind potentialul gravitational efectiv al punctului unde se afla planeta
(V) , toti termenii din expresia energiei totale a sistemului Soare — planetd, care nu

depind de impulsul radial al planetei. (Introducerea notiunii de potential gravitational
efectiv reduce migcarea plana a planetei la o miscare radiald a acesteia.)
f) Sd se determine distanta r, pentru care se anuleaza forta efectiva.

g) Utilizdnd aproximatia propusa in problemd sd se determine expresia
aproximativd a energiei totale a sistemului Soare — planetd, pentru r =r,,

retinind cel mult termenii in R’si apoi, compardnd aceasti expresie cu
expresia energiei totale a unui oscilator armonic, sa se determine perioada
oscilatiilor radiale ale planetei, 7, , in cazul J, # 0.

h) Sd se stabileasca expresia aproximativd a perioadei de precesie a
planetei, T in functie de: momentul cinetic al planetei, L; masa inelului

precesie *
din jurul sferei solare, M; constanta J, din expresia energiei potentiale;
constanta atractiei universale, K; masa planetei, m; raza Soarelui, R .

Rezolvare
a) Din expresia datd pentru energia potentiala gravitationala a sistemului
Soare — planeta, adevarata in cazul abaterilor de la distributia sferica:

2 4 / 6
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unde termenii superiori apar doar in cazul abaterilor de la distributia sferica,
trebuie sd rezulte expresia cunoscutd a energiei potentiale a sistemului Soare —
planetd, atunci cand distributia masei Soarelui este sferica:

mM

E,=-K—=.




In aceste.conditii, | prin neglijarea termenilor datorati abaterilor de la
distributia sferica, rezulta:
k=KmMg,
unde m —masa planetei, M — masa Soarelui, K — constanta atractiei universale.
b) In desenul din figura 1 este evidentiat un sector elementar, cu masa dM,
de pe conturul inelului circular cu masa M. Energia potentiald gravitationald

elementard a sistemului format din planeta cu masa m si sectorul elementar cu
masa dM de pe conturul inelului circular, este:

Fig. 1

mdM )
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p

unde y — densitatea liniara a inelului;
M
dM = pds = yRdG; dM = 2—d9;
V4
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Energia potentiald gravitationala a sistemului format din planeta cu masa
m si intregul inel circular cu masa M este:

B mM Zf dé
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Energia potentiala gravitationald a sistemului format din planeta cu masa
m si Soarele in cadrul modelului propus, este:

Ep,model Soare-planeta = Ep,Soare—planeu'i + Ep,inel-planeta >
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Comparand cu expresia:
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din careretinemmumai primii-doi termeni, rezulta:
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¢) Daca J, =0, inseamnd cd traiectoria planetei in jurul Soarelui este o
elipsa. In acest caz, orbita planetei fiind inchisi, pe durata unei revolutii
complete, reprezentdnd perioada de revolutie a planetei, 7, , distanta dintre

planetd si Soare are exact o valoare minima (cand planeta este la periheliu) si o
valoare maxima (cand planeta este la apheliu). Ca urmare, perioada oscilatiilor
radiale mici ale planetei, 7., este strict egald cu perioada revolutiei planetei in

osc ?

jurul Soarelui, 7, =T,

rev *

d) Din figura 2, unde am descompus vectorul viteza tangentiala a planetei
in doud componente, rezulta:
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e) Utilizind ~expresia ' generald, a energiei potentiale gravitationale a
sistemului-planeta — Soare:

2 4 6
g ok H;,{ﬁj _§J4(£J +1J6(5] o,

scrisd pentru orbita elipticd a planetei:

2
E, z_ﬁ[HiJZgJ }
P 2 r

precum i expresia generald a energiei cinetice, dedusi mai sus:
1 L
Ec = pf + a2 b
2m 2mr

rezultd cd energia totala a sistemului planetd — Soare, este:

1 I’ k|l 1. (RY
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.
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Potentialul gravitational efectiv al punctului unde se afla planeta (V;),

fiind reprezentat de suma tuturor termenilor din expresia energiei totale a
sistemului Soare — planetd, care nu depind de impulsul radial al planetei,

rezulti:
I? mM. 1 R?
Ve = 5 -K 5 1+—J2—2 ;
2mr r 2 r
V- 2L2 : MMy _KmMSJ32R2 ;
mr r 2r
L'k kLR

C2mrt r 2K
f) Distanta r,, fata de Soare, unde forta efectiva se anuleaza, se obtine ca

fiind solutia ecuatiei:
dVee
dr

=0.

Rezulta:
2kmr® —2L%r +3kmJ R = 0;

2 2
= ;Cm 1i\/1—6J2R2[lZ—Tj .
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Daca J, = 0, solutia cu ,;minus™ — 0, iar potentialul efectiv corespunzator
V.. = +eo. Pentru a-1 asigura potentialului efectiv o valoare finitd, pastrdm numai

solutia cu ,,plus®, astfel incat avem:
2) 2
=14 1—6J2R2(k—7f—j .
2km L

L k ELR
Vef(r)z 2mr? _7_ 22r3 ’

g) Stiind ca:

rezulti ca:
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